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Uvod
U ovom diplomskom radu istrazˇujemo svojstva kontinuuma, odnosno povezanih i kompak-
tnih metricˇkih prostora. Rad je organiziran u tri cjeline.
U prvoj se bavimo opc´enito metricˇkim prostorima i metrikama te topolosˇkim prosto-
rima i topologijama, upoznajemo se s pojmom otvorenog skupa i neprekidnosti funkcija
izmedu dvaju metricˇkih, odnosno topolosˇkih prostora.
U drugoj cjelini se upoznajemo s pojmovima kompaktnog metricˇkog i topolosˇkog pros-
tora te kompaktnog skupa u metricˇkom, odnosno topolosˇkom prostoru.
U trec´oj cjelini se upoznajemo s pojmom povezanosti, definiramo pojam baze topolo-
gije, Hausdorffovog prostora te konacˇno i putevima povezanog topolosˇkog prostora.
1

Poglavlje 1
Metricˇki i topolosˇki prostori
1.1 Metrika i metricˇki prostor
Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija sa sljedec´im svojstvima:
1. d(x, y) > 0 za sve x, y ∈ X
2. d(x, y) = 0⇔ x = y
3. d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ X
4. d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y),∀x, y, z ∈ X (nejednakost trokuta)
Tada za d kazˇemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kazˇemo da je metricˇki
prostor.
Primjer 1.1.1. Neka je n ∈ N te neka je d : Rn × Rn → R funkcija definirana sa
d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =
√
(x1 − y1)2 + ... + (xn − yn)2.
Tada za d kazˇemo da je euklidska metrika na Rn. Mozˇe se pokazati da je d zaista metrika
na Rn [3]. Za n = 1 imamo d(x, y) = |x − y|,∀x, y ∈ R.
Primjer 1.1.2. Neka je X neprazan skup te d : X × X → R funkcija definirana sa
d(x, y) =
1 x , y0 x = y .
Lako se provjeri da je d metrika na X. Za d kazˇemo da je diskretna metrika na X.
3
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Primjer 1.1.3. Neka je n ∈ N. Neka je d1 : Rn × Rn → R funkcija definirana sa
d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) = |x1 − y1| + ... + |xn − yn|.
Tvrdimo da je d1 metrika na Rn.
Svojstva 1. i 2. ocˇito vrijede. Neka su x, y, z ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn), z =
(z1, ..., zn). Imamo:
d1(x, y) = |x1 − y1| + · · · + |xn − yn| = |x1 − z1 + z1 − y1| + · · · + |xn − zn + zn − yn| 6
6 |x1 − z1| + |z1 − y1| + · · · + |xn − zn| + |zn − yn| =
= |x1 − z1| + · · · + |xn − zn| + |z1 − y1| + · · · + |zn − yn| = d1(x, z) + d1(z, y).
Dakle, d1(x, y) 6 d1(x, z) + d1(z, y).
Nadalje, neka je d∞ : Rn × Rn → R funkcija definirana sa
d∞((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) = max
{
|x1 − y1|, ..., |xn − yn|
}
.
Tvrdimo da je d∞ metrika na Rn. Jedino svojstvo koje treba provjeriti je nejednakost tro-
kuta.
Neka su x, y, z ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn), z = (z1, ..., zn). Neka je i ∈ {1, ..., n}
takav da je |xi − yi| = max{|x1 − y1|, ..., |xn − yn|}. Tada imamo da je
d∞(x, y) = |xi − yi| 6 |xi − zi| + |zi − yi| 6 d∞(x, z) + d∞(z, y).
Dakle, d∞ je metrika na Rn.
Primjer 1.1.4. Oznacˇimo s I∞ skup svih nizova u [0, 1], dakle I∞ = [0, 1]N. Uocˇimo
sljedec´e: ako su (xi), (yi) ∈ I∞ onda je xi, yi ∈ [0, 1],∀i ∈ N pa je |xi − yi| 6 1,∀i ∈ N, sˇto
povlacˇi da je 1 gornja meda skupa {
|xi − yi| | i ∈ N
}
.
Dakle, ovaj skup je odozgo omeden pa ima supremum. Stoga ima smisla definirati funkciju
d : I∞ × I∞ → R sa
d((xi), (yi)) = sup
{
|xi − yi| | i ∈ N
}
,∀(xi), (yi) ∈ I∞.
Tvrdimo da je d metrika na I∞.
Neka su x, y ∈ I∞, x = (xi), y = (yi). Iz definicje funkcije d slijedi da je
|xi − yi| 6 d(x, y) (1.1)
1.2. OTVOREN SKUP 5
pa je jasno da je d(x, y) ≥ 0.
Pretpostavimo da je x = y. Tada je |xi−yi| = 0,∀i ∈ N pa je d(x, y) = sup{0}, tj. d(x, y) = 0.
Obratno, pretpostavimo da je d(x, y) = 0. Iz (1.1) slijedi da je |xi − yi| = 0,∀i ∈ N pa je
x = y. Ocˇito je da je d(x, y) = d(y, x).
Neka su x, y, z ∈ I∞, x = (xi), y = (yi), z = (zi). Iz nejednakosti trokuta za euklidsku metriku
na R slijedi
|xi − yi| ≤ |xi − zi| + |zi − yi|, i ∈ N
pa zbog |xi − zi| ≤ d(x, y) i |zi − yi| ≤ d(z, y) imamo
|xi − yi| ≤ d(x, z) + d(z, y).
Ovo znacˇi da je broj d(x, z) + d(z, y) gornja meda skupa {|xi − yi| | i ∈ N} pa je vec´i ili
jednak od supremuma toga skupa, tj. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
Time smo dokazali da je d metrika na I∞. Na isti nacˇin dobivamo da je funkcija d′ :
I∞ × I∞ → R definirana s
d′((xi), (yi)) = sup
{
1
2i
|xi − yi| | i ∈ N
}
metrika na I∞.
1.2 Otvoren skup
Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X i r > 0. Definiramo
K(x0, r) :=
{
x ∈ X | d(x, x0) < r
}
.
Za K(x0, r) kazˇemo da je otvorena kugla oko x0 radijusa r u metricˇkom prostoru (X, d).
Neka je (X, d) metricˇki prostor te U ⊆ X. Za U kazˇemo da je otvoren skup u metricˇkom
prostoru (X, d) ako za svaki x ∈ U postoji r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ U.
Primjer 1.2.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X i r > 0. Tada je K(x0, r) otvoren
skup u metricˇkom prostoru (X, d). Naime, neka je x ∈ K(x0, r). Definiramo
s := r − d(x, x0) > 0.
Tvrdimo da je
K(x, s) ⊆ K(x0, r). (1.2)
Neka je y ∈ K(x, s). Tada je d(x, y) < s pa je
d(x0, y) ≤ d(x, y) + d(x0, x) < s + d(x0, x) = r,
tj. d(x0, y) < r, odnosno y ∈ K(x0, r) sˇto pokazuje da (1.2) vrijedi.
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Primjer 1.2.2. Neka je d euklidska metrika na R, x0 ∈ R i r > 0. Za svaki x ∈ R vrijedi
x ∈ K(x0, r)⇔ d(x, x0) < r ⇔ |x − x0| < r
⇔ −r < x − x0 < r ⇔ x0 − r < x < x0 + r ⇔ x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉 .
Dakle, K(x0, r) = 〈x0 − r, x0 + r〉.
Primjer 1.2.3. Neka je d euklidska metrika na R. za n ∈ N definiramo
Un =
〈
−1
n
,
1
n
〉
.
Iz prethodna dva primjera slijedi da je Un otvoren skup u (R, d) za svaki n ∈ N. Vrijedi⋂
n∈N
Un = {0}.
Naime ako je x ∈ ⋂n∈N Un onda je x ∈ 〈−1n , 1n〉, za svaki n ∈ N, tj. |x| < 1n , za svaki n ∈ N iz
cˇega slijedi |x| = 0. U suprotnom bismo imali n < 1|x| , za svaki n ∈ N. Dakle, x = 0, no {0}
ocˇito nije otvoren skup.
Zakljucˇak: (Un)n∈N je niz otvorenih skupova u (R, d), ali
⋂
n∈N Un nije otvoren skup u tom
metricˇkom prostoru.
Propozicija 1.2.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor. Tada vrijedi:
1. ∅, X su otvoreni skupovi u (X, d)
2. ako je (Uα)α∈A indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d), onda je
⋃
α∈A Uα
otvoren skup u (X, d)
3. ako su U i V otvoreni skupovi u (X, d), onda je U ∩ V otvoren skup u (X, d).
Dokaz. Tvrdnja 1. ocˇito vrijedi.
2. Neka je (Uα)α∈A indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d). Neka je x ∈⋃
α∈A Uα. Tada postoji α ∈ A takav da je x ∈ Uα. Skup Uα je otvoren pa postoji r > 0 takav
da je K(x, r) ⊆ Uα. Slijedi
K(x, r) ⊆
⋃
α∈A
Uα.
Dakle,
⋃
α∈A Uα je otvoren skup u (X, d).
3. Neka su U i V otvoreni skupovi u (X, d). Neka je x ∈ U ∩ V . Tada je x ∈ U i x ∈ V
pa postoje r1, r2 > 0 takvi da je
K(x, r1) ⊆ U i K(x, r2) ⊆ V.
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Sada uzmemo r = min{r1, r2}. Imamo r > 0 i r ≤ r1, r ≤ r2. Stoga je
K(x, r) ⊆ K(x, r1) ⊆ U i K(x, r) ⊆ K(x, r2) ⊆ V
pa je
K(x, r) ⊆ U ∩ V.
Prema tome U ∩ V je otvoren skup.

1.3 Neprekidnost
Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn)n∈N niz u X te a ∈ X. Kazˇemo da niz (xn)n∈N tezˇi prema
a u metricˇkom prostoru (X, d) i pisˇemo xn → a ako za svaki ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da
je za svaki n ≥ n0, d(xn, a) < ε.
Propozicija 1.3.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn)n∈N niz u X te a ∈ X. Tada xn → a
ako i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je a ∈ U postoji n0 ∈ N takav da
za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U.
Dokaz. Pretpostavimo da xn → a.
Neka je U otvoren skup u (X, d) takav da je a ∈ U. Tada postoji ε > 0 takav da je
K(a, ε) ⊆ U. Znamo da postoji n0 ∈ N takav da je za svaki n ≥ n0, xn ∈ K(a, ε) iz cˇega
slijedi da za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U.
Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoreni skup U takav da je a ∈ U postoji n0 ∈ N
takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U. Dokazˇimo da xn → a.
Uzmimo ε > 0. Skup K(a, ε) je otvoren u (X, d) i ocˇito sadrzˇi a pa prema pretpostavci
postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ K(a, ε). Prema tome xn → a.

Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori, neka je f : X → Y funkcija te neka je x0 ∈ X.
Za funkciju f kazˇemo da je neprekidna u x0 s obzirom na metrike d i d′ ako za svaki ε > 0
postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ X vrijedi implikacija
d(x, x0) < δ⇒ d′( f (x), f (x0)) < ε,
odnosno
x ∈ K(x0, δ)⇒ f (x) ∈ K( f (x0), ε).
Uocˇimo, f je neprekidna u tocˇki x0 ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav
da vrijedi
f (K(x0, δ)) ⊆ K( f (x0), ε).
Neka je (X, d) metricˇki prostor, x ∈ X te U otvoren skup u (X, d) takav da je x ∈ U.
Tada za U kazˇemo da je otvorena okolina tocˇke x u metricˇkom prostoru (X, d).
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Propozicija 1.3.2. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori, neka je f : X → Y funkcija te
x0 ∈ X. Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d′ ako i samo ako za svaku otvorenu
okolinu V od f (x0) u (Y, d′) postoji otvorena okolina U od x0 u (X, d) takva da je f (U) ⊆ V.
Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u tocˇki x0. Neka je V otvorena okolina od f (x0)
u (Y, d′). Tada postoji ε > 0 takav da je
K( f (x0), ε) ⊆ V.
Buduc´i da je f neprekidna u x0 postoji δ > 0 takav da je
f (K(x0, δ)) ⊆ K( f (x0), ε).
Neka je U = K(x0, δ). Tada je
f (U) ⊆ K( f (x0), ε) ⊆ V , tj. f (U) ⊆ V,
a ocˇito je U otvorena okolina od x0 u (X, d).
Obratno, pretpostavimo da za svaku otvorenu okolinu V od f (x0) postoji otvorena oko-
lina U od x0 takva da je f (U) ⊆ V . Neka je ε > 0. Tada je K( f (x0), ε) otvorena okolina od
f (x0) pa postoji otvorena okolina U od x0 takva da je
f (U) ⊆ K( f (x0), ε).
Buduc´i da je U otvoren skup postoji δ > 0 takav da je K(x0, δ) ⊆ U pa je
f (K(x0, δ)) ⊆ f (U) ⊆ K( f (x0), ε), tj.
f (K(x0, δ)) ⊆ K( f (x0), ε).
Zakljucˇak: f je neprekidna u x0.

Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te neka je f : X → Y funkcija. Kazˇemo da je
f neprekidna funkcija s obzirom na metrike d i d′ ako je f neprekidna u x0 s obzirom na
metrike d i d′ za svaki x0 ∈ X.
Propozicija 1.3.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je U ⊆ X. Tada je U otvoren
skup u (X, d) ako i samo ako za svaki x ∈ U postoji otvorena okolina V tocˇke x u (X, d)
takva da je V ⊆ U.
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Dokaz. Pretpostavimo da je U otvoren. Tada za svaki x ∈ U postoji r > 0 takav da je
K(x, r) ⊆ U, a K(x, r) je otvorena okolina tocˇke x.
Obratno, pretpostavimo da za svaki x ∈ U postoji otvorena okolina V tocˇke x takva da
je V ⊆ U. Neka je x ∈ U te neka je V otvorena okolina od x takva da je V ⊆ U. Buduc´i
da je V otvoren skup, postoji r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ V pa slijedi K(x, r) ⊆ U. Prema
tome, U je otvoren skup.

Propozicija 1.3.4. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te neka je f : X → Y funkcija.
Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d′ ako i samo ako za svaki otvoren skup V u
(Y, d′) vrijedi da je f −1(V) otvoren skup u (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija s obzirom na metrike d i d′.
Neka je V otvoren skup u (Y, d′) i neka je x ∈ f −1(V). Tada je f (x) ∈ V pa je V otvorena
okolina od f (x) u (Y, d′). Buduc´i da je f neprekidna u x postoji otvorena okolina U tocˇke
x u (X, d) takva da je f (U) ⊆ V , a iz toga slijedi U ⊆ f −1(V). Dakle, za svaki x ∈ f −1(V)
postoji otvorena okolina U od x takva da je
U ⊆ f −1(V).
Iz propozicije 1.3.3 slijedi da je f −1(V) otvoren skup.
Obratno, pretpostavimo sada da je f −1(V) otvoren skup u (X, d) za svaki otvoren skup
V u (Y, d′). Neka je x0 ∈ X. Dokazˇimo da je f neprekidna u tocˇki x0. Pretpostavimo da je
V otvorena okolina od f (x0) u (Y, d′). Neka je
U = f −1(V).
Tada je U otvoren skup, a ocˇito je x0 ∈ U pa je U otvorena okolina od x0 u (X, d). Nadalje
iz definicije od U je jasno da je f (U) ⊆ V . Slijedi da je f neprekidna u x0, dakle f je
neprekidna.

Neka je X neprazan skup te neka je T familija podskupova od X koja zadovoljava
sljedec´e:
1. ∅, X ∈ T
2. ako je (Uα)α∈A indeksirana familija podskupova od X takva da je Uα ∈ T za svaki
α ∈ A, onda je ⋃α∈A Uα ∈ T
3. ako su U, V ∈ T onda je U ∩ V ∈ T .
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Tada za T kazˇemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,T ) kazˇemo da je
topolosˇki prostor.
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je U ⊆ X. Kazˇemo da je U otvoren skup u
topolosˇkom prostoru (X,T ) ako je U ∈ T .
Neka je (X, d) metricˇki prostor. Oznacˇimo s Td familiju svih skupova koji su otvoreni
u metricˇkom prostoru (X, d). Tada je Td topologija na skupu X. To slijedi iz propozicije
1.2.4. Za familiju Td kazˇemo da je topologija inducirana metrikom d.
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor te U ⊆ X, onda je U otvoren u metricˇkom
prostoru (X, d) ako i samo ako je U otvoren skup u topolosˇkom prostoru (X,Td).
Primjer 1.3.5. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada je
Td = P(X). Naime, neka je U ⊆ X te neka je x ∈ U. Ocˇito je K
(
x, 12
)
= {x}. Stoga je
K
(
x,
1
2
)
⊆ U.
Iz ovoga zakljucˇujemo da je svaki podskup od X otvoren u metricˇkom prostoru (X, d). Iz
ovog slijedi da je Td = P(X).
Primjer 1.3.6. Neka je X neprazan skup. Ocˇito je {∅, X} topologija na skupu X. Pretpos-
tavimo da X ima bar dva elementa. Tvrdimo da ne postoji metrika d na X takva da je
{∅, X} = Td.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji metrika d na X takva da je {∅, X} = Td. Odaberimo
a, b ∈ X takve da je a , b. Neka je U = K(a, d(a, b)). Tada je U otvoren skup u metricˇkom
prostoru (X, d), tj. U ∈ Td pa slijedi da je
U ∈ {∅, X}.
Prema tome U = ∅ ili U = X. No ovo je nemoguc´e jer je iz definicije od U jasno da je
a ∈ U i b < U, dakle U , ∅ i U , X. Prema tome ne postoji metrika d na X takva da je
{∅, X} = Td.
Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je metrizabilan ako postoji metrika d na X takva
da je T = Td.
Uocˇimo da prema prethodnom primjeru vrijedi sljedec´e: ako je X skup koji ima bar
dva elementa, onda topolosˇki prostor (X, {∅, X}) nije metrizabilan.
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je Y ⊆ X,Y , ∅. Neka je S = {U ∩ Y |U ∈ T }.
Dokazˇimo da je S topologija na Y .
Imamo ∅ = ∅ ∩ Y i Y = X ∩ Y pa je ∅,Y ∈ S.
Neka je (Vα)α∈A indeksirana familija elemenata od S. Za svaki α ∈ A postoji Uα ∈ T
takav da je Vα = Uα ∩ Y . Imamo⋃
α∈A
Vα =
⋃
α∈A
(Uα ∩ Y) =
(⋃
α∈A
Uα
)
∩ Y
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pa je
⋃
α∈A Vα ∈ S jer je ⋃α∈A Uα ∈ T (buduc´i da je T topologija).
Neka su V1,V2 ∈ S. Tada je V1 = U1 ∩ Y i V2 = U2 ∩ Y gdje su U1,U2 ∈ T . Vrijedi
V1 ∩ V2 = (U1 ∩ Y) ∩ (U2 ∩ Y) = (U1 ∩ U2) ∩ Y
pa je V1 ∩ V2 ∈ S. Dakle, S je topologija na Y . Za S kazˇemo da je relativna topologija
na Y (odredena topologijom T ). Za (Y,S) kazˇemo da je potprostor topolosˇkog prostora
(X,T ).
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je Y ⊆ X,Y , ∅. Neka je p : Y ×Y → R funkcija
definirana s
p(a, b) = d(a, b), za sve a, b ∈ Y
(uocˇimo da je p restrikcija funkcije d na skup Y × Y). Ocˇito je p metrika na Y . Za (Y, p)
kazˇemo da je potprostor metricˇkog prostora (X, d).
Napomena: Ako je (X, d) metricˇki prostor, x ∈ X i r > 0, onda c´emo otvorenu kuglu K(x, r)
preciznije oznacˇavati s Kd(x, r).
Propozicija 1.3.7. Neka je (Y, p) potprostor metricˇkog prostora (X, d). Neka je U otvoren
skup u (X, d). Tada je U ∩ Y otvoren skup u (Y, p).
Dokaz. Uocˇimo sljedec´e: ako je a ∈ Y i r > 0, onda je
Kp(a, r) = Kd(a, r) ∩ Y. (1.3)
Neka je a ∈ U ∩ Y . Slijedi da je a ∈ U i a ∈ Y . Tada postoji r > 0 takav da je Kd(a, r) ⊆ U.
Slijedi da je Kd(a, r) ∩ Y ⊆ U ∩ Y , tj.
Kp(a, r) ⊆ U ∩ Y.
Prema tome U ∩ Y je otvoren skup u (Y, d).

Propozicija 1.3.8. Neka je (Y, p) potprostor metricˇkog prostora (X, d). Neka je V otvoren
skup u (Y, d). Tada postoji otvoren skup U u (X, d) takav da je V = U ∩ Y.
Dokaz. Za svaki a ∈ V postoji ra > 0 takav da je Kp(a, ra) ⊆ V . Zakljucˇujemo da je
V =
⋃
a∈V
Kp(a, ra).
Koristec´i (1.3) dobivamo
V =
⋃
a∈V
(Kd(a, ra) ∩ Y) =
(⋃
a∈V
Kd(a, ra)
)
∩ Y,
dakle V = U ∩ Y gdje je U = ⋃a∈V Kd(a, ra). Iz primjera 1.2.1 i propozicije 1.2.4 slijedi da
je U otvoren skup u (X, d).

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Iz prethodne dvije propozicije dobivamo sljedec´i zakljucˇak:
Ako je (Y, p) potprostor metricˇkog prostora (X, d), onda je Tp = {U ∩Y | U ∈ Td} odnosno,
imamo sljedec´u propoziciju:
Propozicija 1.3.9. Ako je (Y, d) potprostor metricˇkog prostora (X, d), onda je (Y,Tp) pot-
prostor topolosˇkog prostora (X,Td).
Primjer 1.3.10. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Neka je d diskretna metrika na
X te neka je p : X × X → R funkcija definirana s
p(x, y) =
2 x , y0 x = y .
Lako se vidi da je p metrika na X. Nadalje, za svaki x ∈ X ocˇito vrijedi Kp(x, 1) = {x} sˇto
povlacˇi da je svaki jednocˇlan podskup od X otvoren u (X, p) pa je onda i svaki podskup od
X otvoren u (X, p). Dakle, Tp = P(X).
S druge strane znamo da je Td = P(X) (primjer 1.3.5). Stoga je ocˇito (X,Tp) potprostor
topolosˇkog prostora (X,Td) (opc´enito za svaku topologiju T na X vrijedi da je (X,T )
potprostor topolosˇkog prostora (X,T )). No (X, p) nije potprostor metricˇkog prostora (X, d)
(u suprotnom bi slijedilo p = d sˇto ocˇito ne vrijedi).
Poglavlje 2
Kompaktnost
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka jeU ⊆ T familija takva da je
X =
⋃
U∈U
U.
Tada zaU kazˇemo da je otvoren pokrivacˇ topolosˇkog prostora (X,T ).
Neka je n ∈ N, neka je d euklidska metrika na Rn te neka je S ⊆ Rn, S , ∅. Za d|S×S
kazˇemo da je euklidska metrika na S . Za topologiju induciranu tom metrikom kazˇemo da
je euklidska topologija na S .
Primjer 2.0.1. Neka je E euklidska topologija na R. Neka je
U =
{
〈−x, x〉 | x > 0
}
.
Tada jeU otvoreni pokrivacˇ topolosˇkog prostora (R,E). Nadalje i familija {〈−∞, 1〉, 〈0,+∞〉}
je otvoreni pokrivacˇ od (R,E).
Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je kompaktan ako za svaki otvoreni pokrivacˇU
od (X,T ) postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je X = U1 ∪ · · · ∪ Un.
Primjer 2.0.2. Neka je E euklidska topologija na R. Tada topolosˇki prostor (R,E) nije
kompaktan. Naime za otvoreni pokrivacˇ U od (R,E) iz prethodnog primjera ocˇito ne
postoji n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je R = U1 ∪ · · · ∪ Un.
Primjer 2.0.3. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor takav da je T konacˇan skup. Tada je
(X,T ) kompaktan topolosˇki prostor. Naime, svaki otvoren pokrivacˇ od (X,T ) je ocˇito
konacˇan. Posebno, ako je (X,T ) topolosˇki prostor takav da je X konacˇan skup, onda je
(X,T ) kompaktan topolosˇki prostor.
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Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te K ⊆ X. Za nepraznu familijuU ⊆ T kazˇemo da je
otvoreni pokrivacˇ skupa K u (X,T ) ako je
K ⊆
⋃
U∈U
U.
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te K ⊆ X. Kazˇemo da je K kompaktan skup u to-
polosˇkom prostoru (X,T ) ako za svaki otvoreni pokrivacˇU od K u (X,T ) postoje n ∈ N i
U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.
Propozicija 2.0.4. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor, neka je K neprazan podskup od X te
neka je S relativna topologija na K. Tada je K kompaktan skup u (X,T ) ako i samo ako je
(K,S) kompaktan topolosˇki prostor.
Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u (X,T ). Neka je V otvoren pokrivacˇ
topolosˇkog prostora (K,S). Ako je V ∈ V, onda je V ∈ S pa postoji UV ∈ T takav da je
V = UV ∩ K.
Ocˇito je V ⊆ UV za svaki V ∈ V pa slijedi da je familija U = {UV | V ∈ V} otvoreni
pokrivacˇ skupa K u topolosˇkom prostoru (X,T ). Stoga postoje n ∈ N i V1, . . . ,Vn ∈ V
takvi da je
K ⊆ UV1 ∪ · · · ∪ UVn .
Neka je x ∈ K. Tada je x ∈ UVi za neki i ∈ {1, . . . , n}. Dakle, x ∈ K ∩ UVi , tj. x ∈ Vi. Time
smo dokazali da je K ⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vn, tj.
K = V1 ∪ · · · ∪ Vn.
Zakljucˇak: (K,S) je kompaktan topolosˇki prostor.
Obratno, pretpostavimo da je (K,S) kompaktan topolosˇki prostor. Neka jeU otvoreni
pokrivacˇ skupa K u (X,T ) te neka jeV = {U ∩ K | U ∈ U}. Tada jeV otvoreni pokrivacˇ
topolosˇkog prostora (K,S). Naime, ocˇito je V ⊆ S, a ako je x ∈ K, onda postoji U ∈ U
takav da je x ∈ U pa je x ∈ U ∩ K, sˇto pokazuje da je K ⊆ ⋃V∈V V , dakle
K =
⋃
V∈V
V.
Stoga postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je K ⊆ (U1 ∩ K) ∪ · · · ∪ (Un ∩ K) pa je
K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un. Prema tome K je kompaktan u (X,T ).

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Neka je (X, d) metricˇki prostor. Za familijuU otvorenih skupova u (X, d) kazˇemo da je
otvoreni pokrivacˇ metricˇkog prostora (X, d) ako je
X =
⋃
U∈U
U.
Uocˇimo da je U otvoreni pokrivacˇ metricˇkog prostora (X, d) ako i samo ako je U
otvoreni pokrivacˇ topolosˇkog prostora (X,Td).
Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je kompaktan ako za svaki otvoreni pokrivacˇ U
od (X, d) postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je
X = U1 ∪ · · · ∪ Un.
Uocˇimo da je (X, d) kompaktan metricˇki prostor ako i samo ako je (X,Td) kompaktan
topolosˇki prostor.
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K ⊆ X. Za nepraznu familiju U otvorenih
skupova u (X, d) kazˇemo da je otvoreni pokrivacˇ skupa K u metricˇkom prostoru (X, d) ako
je
K ⊆
⋃
U∈U
U.
Uocˇimo da jeU otvoreni pokrivacˇ skupa K u metricˇkom prostoru (X, d) ako i samo ako
jeU otvoreni pokrivacˇ skupa K u topolosˇkom prostoru (X,Td).
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K ⊆ X. Kazˇemo da je K kompaktan skup u
metricˇkom prostoru (X, d) ako za svaki otvoreni pokrivacˇU skupa K u metricˇkom prostoru
(X, d) postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je
K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.
Uocˇimo da je K kompaktan skup u u metricˇkom prostoru (X, d) ako i samo ako je K
kompaktan skup u topolosˇkom prostoru (X,Td).
Propozicija 2.0.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je K neprazan podskup od X te
neka je p = d K×K . Tada je K kompaktan skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako i samo
ako je (K, p) kompaktan metricˇki prostor.
Dokaz. Neka je S relativna topologija na K odredena topologijom Td. Koristec´i propozi-
cije 1.3.7 i 1.3.8 dobivamo
S = {U ∩ K | U ∈ Td} = {U ∩ K | U otvoren u (X, d)} = {V | otvoren u (K, p)} = Tp,
dakle
S = Tp.
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Iz propozicije 2.0.4 slijedi da je
K kompaktan u (X, d)⇔ K kompaktan u (X,Td)
⇔ (K,S) kompaktan topolosˇki prostor
⇔ (K,Tp) kompaktan topolosˇki prostor
⇔ (K, p) kompaktan metricˇki prostor.

Neka je S skup te neka je F familija skupova. Kazˇemo da je S dobar skup za F ako
postoje n ∈ N i F1, . . . , Fn ∈ F takvi da je
S ⊆ F1 ∪ · · · ∪ Fn.
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor i K ⊆ X, onda je K kompaktan u (X, d)
ako i samo ako je K dobar za svaki svoj otvoreni pokrivacˇ u (X, d).
Uocˇimo sljedec´e: ako je S dobar skup za F te ako je T dobar skup za F , onda je S ∪T
dobar skup za F .
Teorem 2.0.6. Neka je d euklidska metrika na R te neka su a, b ∈ R, a < b. Tada je [a, b]
kompaktan skup u metricˇkom prostoru (R, d).
Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivacˇ skupa [a, b] u (R, d). Zˇelimo pokazati da je [a, b]
dobar zaU.
Neka je
S =
{
x ∈ [a, b] | [a, x] dobar zaU
}
.
Buduc´i da je [a, b] ⊆ ⋃U∈U U, postoji U ∈ U takav da je a ∈ U. Slijedi {a} ⊆ U, tj.
[a, a] ⊆ U. Prema tome je a ∈ S . Skup S je neprazan i omeden odozgo pa stoga ima
supremum, oznacˇimo ga s c. Iz a ∈ S slijedi a ≤ c. Ocˇito je b gornja meda skupa S pa je
c ≤ b. Prema tome imamo c ∈ [a, b]. Stoga postoji U ∈ U takav da je c ∈ U. Buduc´i da
je U otvoren skup u (R, d) postoji r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ U, tj.
〈c − r, c + r〉 ⊆ U.
Broj c − r nije gornja meda od S (jer je manji od c) pa postoji x ∈ S takav da je c − r < x.
Tvrdimo da je
[a, c + r〉 ⊆ [a, x] ∪ 〈c − r, c + r〉. (2.1)
Neka je y ∈ [a, c + r〉. Ako je y ≤ x, onda je y ∈ [a, x], a ako je x < y zbog c− r < x imamo
c − r < y te je
y ∈ 〈c − r, c + r〉.
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Dakle, (2.1) vrijedi. Skupovi [a, x] i 〈c−r, c+r〉 su dobri zaU jer je x ∈ S i 〈c−r, c+r〉 ⊆ U.
Stoga je i unija ova dva skupa dobra zaU pa iz (2.1) slijedi da je i [a, c + r〉 dobar skup za
U. Iz [a, c] ⊆ [a, c + r〉 slijedi da je [a, c] dobar zaU dakle, c ∈ S .
Tvrdimo da je c = b. Pretpostavimo suprotno, tj. da je c < b. Odaberimo z ∈ R takav da je
c < z, z < c + r i z < b.
Imamo a ≤ c < z < b pa je z ∈ [a, b]. Nadalje, [a, z] ⊆ [a, c + r〉 pa je [a, z] dobar
za U. Stoga je z ∈ S . Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je c supremum skupa S i
c < z. Prema tome je c = b pa je b ∈ S sˇto znacˇi da je [a, b] dobar za U. Dakle, [a, b] je
kompaktan skup.

Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori. Za funkciju f : X → Y kazˇemo da je
neprekidna s obzirom na topologije T i S ako za svaki V ∈ S vrijedi
f −1(V) ∈ T .
Napomena 2.0.7. Iz 1.3.4 dobivamo sljedec´i zakljucˇak: ako su (X, d) i (Y, d′) metricˇki
prostori te f : X → Y, onda je funkcija f neprekidna s obzirom na metrike d i d′ ako i
samo ako je f neprekidna s obzirom na topologije Td i Td′ .
Propozicija 2.0.8. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori, f : X → Y funkcija ne-
prekidna s obzirom na topologije T i S te K kompaktan skup u (X,T ). Tada je f (K)
kompaktan skup u (Y,S).
Dokaz. Neka je V otvoreni pokrivacˇ od f (K) u topolosˇkom prostoru (Y,S) te neka je
x ∈ K. Tada je f (x) ∈ f (K) pa postoji V ∈ V takav da je f (x) ∈ V . Slijedi da je
x ∈ f −1(V). Ovim smo dokazali da je svaki element od K element nekog cˇlana familije
{ f −1(V) | V ∈ V}.
Nadalje, za svaki V ∈ V vrijedi V ∈ S pa je f −1(V) ∈ T . Prema tome, { f −1(V) | V ∈ V}
je otvoreni pokrivacˇ skupa K u topolosˇkom prostoru (X,T ). Zbog kompaktnosti skupa K
postoje n ∈ N i V1, . . .Vn ∈ V takvi da je
K ⊆ f −1(V1) ∪ · · · ∪ f −1(Vn).
Uzmimo x ∈ K. Tada je x ∈ f −1(Vi) za neki i ∈ {1, . . . , n} pa je f (x) ∈ Vi, sˇto povlacˇi
f (x) ∈ Vi ∪ · · · ∪ Vn. Dakle, za svaki x ∈ K vrijedi f (x) ∈ Vi ∪ · · · ∪ Vn. To znacˇi da je
f (K) ⊆ Vi ∪ · · · ∪ Vn.
Time smo dokazali da je f (K) kompaktan.


Poglavlje 3
Povezanost
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka su U i V otvoreni skupovi u tom topolosˇkom
prostoru takvi da vrijedi
U ∪ V = X,U ∩ V = ∅,U , ∅ i V , ∅.
Tada za uredeni par (U,V) kazˇemo da je separacija topolosˇkog prostora (X,T ).
Analogno definiramo pojam separacije metricˇkog prostora.
Za topolosˇki prostor kazˇemo da povezan ako ne postoji separacija tog topolosˇkog pros-
tora.
Analogno za metricˇki prostor kazˇemo da je povezan ako ne postoji separacija tog metricˇkog
prostora.
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor, onda je (U,V) separacija metricˇkog
prostora (X, d) ako i samo ako je (U,V) separacija topolosˇkog prostora (X,Td).
Neka je (X, d) metricˇki prostor te F ⊆ X. Kazˇemo da je F zatvoren skup u metricˇkom
prostoru (X, d) ako je Fc otvoren skup u (X, d).
Analogno definiramo pojam zatvorenog skupa u topolosˇkom prostoru.
Ako je (X,T ) topolosˇki prostor te (U,V) separacija od (X,T ), onda su U i V zatvoreni
skupovi u (X,T ) (jer je Uc = V i Vc = U). Obratno, ako su F i G zatvoreni skupovi u
topolosˇkom prostoru (X,T ) takvi da vrijedi
F ∪G = X, F ∩G = ∅, F , ∅ i G , ∅,
onda je (F,G) separacija od (X,T ).
Uocˇimo sljedec´e: topolosˇki prostor (X,T ) je povezan ako i samo ako ne postoji A ⊆ X
takav da je A , ∅, A , X te takav da je A i otvoren i zatvoren u (X,T ).
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te A ⊆ X. Za A kazˇemo da je povezan skup u to-
polosˇkom prostoru (X,T ) ako je A = ∅ ili A , ∅ i topolosˇki prostor (A,TA) povezan, pri
cˇemu je TA relativna topologija na A.
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Neka je (X, d) metricˇki prostor te A ⊆ X. Za A kazˇemo da je povezan skup u metricˇkom
prostoru (X, d) ako je A = ∅ ili A , ∅ i metricˇki prostor (A, dA) povezan, pri cˇemu je
dA = d|A×A.
Neka je (X, d) metricˇki prostor te A ⊆ X. Neka je dA = d|A×A. Znamo da je tada TdA
relativna topologija na A odredena topologijom Td.
Metricˇki prostor (A, dA) je povezan ako i samo ako je topolosˇki prostor (A,TdA) po-
vezan. Prema tome, A je povezan skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako i samo ako je A
povezan skup u topolosˇkom prostoru (X,Td).
Neka je n ∈ N. Za S ⊆ Rn, S , ∅ oznacˇimo s ES euklidsku topologiju na S te s dS
euklidsku metriku na S . Pretpostavimo da su S i T neprazni podskupovi od Rn takvi da je
S ⊆ T . Tada je (S ,ES ) potprostor topolosˇkog prostora (T,ET ). Naime, to slijedi iz propo-
zicije 1.3.9 i ocˇite cˇinjenice da je (S , dS ) potprostor metricˇkog prostora (T, dT ).
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S ⊆ X. Kazˇemo da je S omeden skup u
metricˇkom prostoru (X, d) ako postoje x ∈ X i r > 0 takvi da je S ⊆ K(x, r).
Uocˇimo da u tom slucˇaju za sve a, b ∈ S vrijedi
d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b) < r + r = 2r,
dakle,
d(a, b) < 2r.
To znacˇi da je skup {d(a, b) | a, b ∈ S } omeden odozgo u R.
Neka je (X, d) metricˇki prostor te S neprazan i omeden skup u tom metricˇkom prostoru.
Definiramo broj
diam S := sup
{
d(a, b) | a, b ∈ S
}
.
Za diam S kazˇemo da je dijametar skupa S u metricˇkom prostoru (X, d).
Primjer 3.0.1. 1. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x ∈ X i r > 0. Za sve a, b ∈ K(x, r)
vrijedi d(a, b) < 2r, tj. 2r je gornja meda skupa {d(a, b) | a, b ∈ K(x, r)} pa je supremum
ovog skupa manji ili jednak od 2r, tj.
diam K(x, r) ≤ 2r.
2. Neka je S ⊆ R, S , ∅, neka je d euklidska metrika na S te neka su a, b ∈ R, a < b,
takvi da je [a, b] ⊆ S . Tada je
diam [a, b] = b − a (u metricˇkom prostoru (S , d)).
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Dokazˇimo to. Neka su x, y ∈ [a, b]. Pretpostavimo da je x ≤ y. Imamo
b − a = (b − y) + (y − x) + (x − a),
gdje je b − y ≥ 0, y − x ≥ 0, x − a ≥ 0 pa je y − x ≤ b − a, tj.
|y − x| ≤ b − a.
Isto dobivamo u slucˇaju y ≤ x. Ovo znacˇi da je b − a gornja meda skupa {|y − x| | x, y ∈
[a, b]}, a ocˇito je b − a i element tog skupa. Prema tome,
b − a = max
{
|y − x| | x, y ∈ [a, b]
}
= max
{
d(x, y) | x, y ∈ [a, b]
}
.
Neka je (X, d) metricˇki prostor,U otvoreni pokrivacˇ tog metricˇkog prostora i λ ∈ R, λ >
0. Kazˇemo da je λ Lebesgueov broj od U za (X, d) ako za svaki neprazan i omeden skup
A u (X, d) takav da je diam A < λ postoji U ∈ U takav da je A ⊆ U.
Teorem 3.0.2. Neka je (X, d) kompaktan metricˇki prostor te neka je U otvoreni pokrivacˇ
od (X, d). Tada postoji λ > 0 takav da je λ Lebesgueov broj odU za (X, d).
Dokaz. Za svaki x ∈ X postoji Ux ∈ U takav da je x ∈ Ux. Nadalje, za svaki x ∈ X skup
Ux je otvoren u metricˇkom prostoru (X, d) pa postoji rx > 0 takav da je
K(x, rx) ⊆ Ux. (3.1)
Familija
{
K
(
x, rx2
)
| x ∈ X
}
je otvoreni pokrivacˇ od (X, d) pa buduc´i da je (X, d) kompaktan
postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da je
X = K
(
x1,
rx1
2
)
∪ · · · ∪ K
(
xn,
rxn
2
)
. (3.2)
Neka je λ = min
{ rx1
2 , . . . ,
rx1
2
}
. Tvrdimo da je λ Lebesgueov broj odU za (X, d). Neka je A
neprazan, omeden skup u (X, d) takav da je diam A < λ. Odaberimo a0 ∈ A. Prema (3.2)
postoji i ∈ {1, . . . , n} takav da je a0 ∈ K
(
xi,
rxi
2
)
. Tvrdimo da je A ⊆ K(xi, rxi). Neka je
a ∈ A. Imamo
d(xi, a) ≤ d(xi, a0) + d(a0, a) < rxi2 + diam A <
rxi
2
+ λ ≤ rxi
2
+
rxi
2
= rxi ,
dakle, d(xi, a) < rxi pa je a ∈ K(xi, rxi). Prema tome, A ⊆ K(xi, rxi) pa iz (3.1) slijedi
A ⊆ Uxi .
Dakle, A je podskup nekog elementa od U. Time smo dokazali da je λ Lebesgueov broj
odU za (X, d).

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Teorem 3.0.3. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Tada je ([0, 1], d) povezan metricˇki
prostor.
Dokaz. Iz teorema 2.0.6 i propozicije 2.0.5 slijedi da je ([0, 1], d) kompaktan metricˇki
prostor. Pretpostavimo da metricˇki prostor ([0, 1], d) nije povezan. Tada postoji separa-
cija (U,V) od ([0, 1], d). Familija {U,V} je ocˇito otvoreni pokrivacˇ od ([0, 1], d). Prema
prethodnom teoremu postoji Lebesgueov broj λ od {U,V} za ([0, 1], d). Odaberimo n ∈ N
takav da je
1
n
< λ.
Za i ∈ {0, . . . , n − 1} neka je Ai =
[
i
n ,
i+1
n
]
. Uocˇimo da je [0, 1] = A0 ∪ · · · ∪ An−1 te da je
diam A =
1
n
,∀i ∈ {0, . . . , n − 1}.
Nadalje, za svaki i ∈ {0, . . . , n−2} vrijedi Ai∩Ai+1 , ∅. Imamo diam A0 = 1n < λ pa buduc´i
da je λ Lebesgueov broj od {U,V} za ([0, 1], d) vrijedi
A0 ⊆ U ili A0 ⊆ V.
Promotrimo slucˇaj kad je A0 ⊆ U. Imamo diam A1 = 1n < λ pa je i A1 ⊆ U ili A1 ⊆ V . No
kada bi vrijedilo A1 ⊆ V , onda bi zbog A0 ∩ A1 , ∅ vrijedilo U ∩ V , ∅ sˇto je nemoguc´e.
Stoga je A1 ⊆ U.
Isto tako sada zakljucˇujemo da je A2 ⊆ U te takoder A3 ⊆ U, . . . , An−1 ⊆ U. Prema tome
je [0, 1] ⊆ U pa slijedi da je V = ∅, sˇto je nemoguc´e. Analogno dobivamo da A0 ⊆ V vodi
na kontradikciju. Prema tome, metricˇki prostor ([0, 1], d) je povezan.

Propozicija 3.0.4. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je f : X → Y su-
rjekcija neprekidna s obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je topolosˇki prostor
(X,T ) povezan. Tada je topolosˇki prostor (Y,S) povezan.
Dokaz. Pretpostavnimo suprotno. Tada postoji separacija (U,V) topolosˇkog prostora (Y,S).
Vrijedi U,V ∈ S pa je f −1(U), f −1(V) ∈ T . Iz U ∩ V = ∅ slijedi
f −1(U) ∩ f −1(V) = ∅.
Nadalje, iz Y = U ∪ V slijedi
X = f −1(U) ∪ f −1(V).
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Vrijedi da je U , ∅ pa postoji y ∈ U. Buduc´i da je f surjekcija postoji x ∈ X takav da
je f (x) = y. Dakle, f (x) ∈ U pa je x ∈ f −1(U). Prema tome, f −1(U) je neprazan skup.
Analogno dobivamo da je f −1(V) neprazan skup. Sve zajedno,
( f −1(U), f −1(V))
je separacija od (X,T ). No to je nemoguc´e jer je (X,T ) povezan topolosˇki prostor.
Zakljucˇak: (Y,S) je povezan.

Korolar 3.0.5. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te neka je f : X → Y surjekcija ne-
prekidna s obzirom na metrike d i d′. Pretpostavimo da je metricˇki prostor (X, d) povezan.
Tada je metricˇki prostor (Y, d′) povezan.
Dokaz. Prema napomeni 2.0.7 funkcija f je neprekidna s obzirom na topologije Td i Td′ .
Topolosˇki prostor (X,Td) je povezan pa iz prethodne propozicije slijedi da je (Y,Td′) pove-
zan topolosˇki prostor. Time je dokazana tvrdnja korolara.

3.1 Baza topologije
Neka je T topologija na skupu X te neka je B ⊆ T familija skupova koja ima svojstvo da
se svaki neprazan element U od T mozˇe napisati kao unija nekih elemenata od B. Tada za
B kazˇemo da je baza topologije T .
Uocˇimo sljedec´e: ako je T topologija na skupu X, onda je T baza topologije T .
Propozicija 3.1.1. Neka je T topologija na skupu X te neka je B ⊆ T . Tada je B baza
topologije T ako i samo ako za svaki U ∈ T i za svaki x ∈ U postoji B ∈ B takav da je
x ∈ B ⊆ U.
Dokaz. Pretpostavimo da je B baza topologije T . Neka su U ∈ T i x ∈ U. Znamo da je
U =
⋃
α∈A
Bα,
gdje je (Bα)α∈A neka indeksirana familija elemenata od B. Slijedi da postoji α ∈ A takav da
je x ∈ Bα. Ocˇito je Bα ⊆ U.
Obratno, pretpostavimo da za svaki U ∈ T i za svaki x ∈ U postoji B ∈ B takav da je
x ∈ B ⊆ U.
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Neka je U ∈ U,U , ∅. Tada za svaki x ∈ U postoji Bx ∈ B takav da je x ∈ Bx ⊆ U. Slijedi
da je
U =
⋃
x∈U
Bx.
Prema tome, B je baza topologije T .

Primjer 3.1.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je B = {K(x, r) | x ∈ X, r > 0}. Iz
prethodne propozicije slijedi da je B baza topologije Td.
Propozicija 3.1.3. Neka su T1 i T2 topologije na skupu X te neka je B baza topologije T1
i baza topologije T2. Tada je T1 = T2.
Dokaz. Neka je U ∈ T1. Tada je U = ⋃α∈A Bα, gdje je Bα indeksirana familija elemenata
od B. Buduc´i da je B ⊆ T2 imamo da je Bα ∈ T2, za svaki α ∈ A pa je ⋃α∈A Bα ∈ T2, tj.
U ∈ T2. Time smo dokazali da je T1 ⊆ T2, a analogno dobivamo da je T2 ⊆ T1.

Propozicija 3.1.4. Neka je X neprazan skup te neka je B familija podskupova od X koja
ima sljedec´a svojstva:
1.
⋃
B∈B B = X,
2. ako su B1, B2 ∈ B i x ∈ B1 ∩ B2, onda postoji B3 ∈ B takav da je x ∈ B3 ⊆ B1 ∩ B2.
Tada postoji jedinstvena topologija T na X kojoj je B baza.
Dokaz. Neka je T = {U ⊆ X | ∀x ∈ U,∃B ∈ B takav da je x ∈ B ⊆ U}. Tvrdimo da je T
topologija na X kojoj je B baza. Ocˇito je ∅ ∈ T . Iz svojstva 1. slijedi da je X ∈ T .
Pretpostavimo da je (Uα)α∈A indeksirana familija elemenata od T . Jasno je da je⋃
α∈A Uα ⊆ X. Neka je x ∈ ⋃α∈A Uα. Tada postoji α ∈ A takav da je x ∈ Uα. Buduc´i
da je Uα ∈ T postoji B ∈ B takav da je x ∈ B ⊆ Uα. Slijedi x ∈ B ⊆ ⋃α∈A Uα. Prema tome
je ⋃
α∈A
Uα ∈ T .
Pretpostavimo da su U,V ∈ T . Neka je x ∈ U ∩ V . Tada je x ∈ U i x ∈ V pa postoje
B1, B2 ∈ B takvi da je x ∈ B1 ⊆ U i x ∈ B2 ⊆ V . Tada je x ∈ B1 ∩ B2 ⊆ U ∩ V . Iz svojstva
2. slijedi da postoji B3 ∈ B takav da je x ∈ B3 ⊆ B1 ∩ B2 pa je x ∈ B3 ⊆ U ∩ V . Dakle,
U ∩ V ∈ T .
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Ovim smo dokazali da je T topologija na X. Ocˇito je B ⊆ T , a iz definicije od T i
propozicije 3.1.1 slijedi da je B baza topologije T . Da je T jedinstvena topologija kojoj je
B baza slijedi iz prethodne propozicije.

Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori. Neka je
B = {U × V | U ∈ T ,V ∈ S}.
Tada je B familija podskupova od X × Y . Tvrdimo da postoji jedinstvena topologija na
X × Y kojoj je B baza.
Dovoljno je provjeriti da su zadovoljene pretpostavke prethodne propozicije. Iz X ∈
T ,Y ∈ S slijedi X × Y ∈ B pa je jasno⋃
B∈B
B = X × Y.
Neka su B1, B2 ∈ B. Tada je B1 = U1 × V1 i B2 = U2 × V2 gdje su U1,U2 ∈ T i V1,V2 ∈ S.
Imamo
B1 ∩ B2 = (U1 × V1) ∩ (U2 × V2) = (U1 ∩ U2) × (V1 ∩ V2)
pa je B1 ∩ B2 ∈ B (jer je U1 ∩ U2 ∈ T i V1 ∩ V2 ∈ S). Dakle,
B1 ∩ B2 ∈ B,∀B1, B2 ∈ B.
Iz ovoga slijedi da je zadovoljen drugi uvjet iz prethodne propozicije. Dakle, postoji je-
dinstvena topologija R na X × Y kojoj je B baza. Za R kazˇemo da je produktna topologija
na X × Y (odredena topologijama T i S), a za topolosˇki prostor (X × Y,R) kazˇemo da je
produkt topolosˇkih prostora (X,T i (Y,S).
Teorem 3.1.5. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je (X×Y,R) njihov produkt.
Neka je K kompaktan skup u (X,T ) te neka je L kompaktan skup u (Y,S). Tada je K × L
kompaktan skup u (X × Y,R).
Dokaz. Neka jeW otvoreni pokrivacˇ od K×L u (X×Y,R) te neka je x ∈ K. Za svaki y ∈ L
vrijedi (x, y) ∈ K × L pa postoji Wy ∈ W takav da je (x, y) ∈ Wy. Neka je y ∈ L. Skup Wy je
otvoren u (X × Y,R), tj. Wy ∈ R pa iz (x, y) ∈ Wy i cˇinjenice da je {U × V | U ∈ T ,V ∈ S}
baza topologije R slijedi da postoje Uy ∈ T i Vy ∈ S takvi da je
(x, y) ∈ Uy × Vy ⊆ Wy.
Uocˇimo da je x ∈ Uy i y ∈ Vy, za svaki y ∈ L. Familija {Vy | y ∈ L} je otvoreni pokrivacˇ
skupa L u topolosˇkom prostoru (Y,S). Buduc´i da je L kompaktan u (Y,S) postoje n ∈ N i
y1, . . . , yn ∈ L takvi da je
L ⊆ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn .
26 POGLAVLJE 3. POVEZANOST
Neka je N = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn . Ocˇito je x ∈ N i N ∈ T . Za svaki i ∈ {1, . . . , n} vrijedi
N × Vyi ⊆ Uyi × Vy1 ⊆ Wyi .
Stoga je
N × L ⊆ N × (Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn) = (N × Vy1) ∪ · · · ∪ (N × Vyn) ⊆ Wy1 ∪ · · · ∪Wyn .
Dakle, skup N × L je dobar zaW. Dakle, za svaki x ∈ K postoji Nx ∈ T takav da je x ∈ Nx
te da je Nx × L dobar zaW.
Familija {Nx | x ∈ K} je otvoreni pokrivacˇ skupa K u (X,T ). Buduc´i da je K kompaktan,
postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ K takvi da je
K ⊆ Nx1 ∪ · · · ∪ Nxn .
Slijedi
K × L ⊆ (Nx1 ∪ · · · ∪ Nxn) × L = (Nx1 × L) ∪ · · · ∪ (Nxn × L).
Skupovi Nx1 ×L, . . . ,Nxn ×L su dobri zaW pa je i njihova unija dobar skup zaW. Buduc´i
da je K × L poskup te unije i taj skup je dobar zaW. Prema tome, K × L je dobar za svaki
svoj otvoreni pokrivacˇ u (X × Y,R) pa je stoga kompaktan u (X × Y,R).

Korolar 3.1.6. Neka su (X,T ) i (Y,S) kompaktni topolosˇki prostori te neka je (X × Y,R)
njihov produkt. Tada je (X × Y,R) kompaktan topolosˇki prostor.
Neka su (X, p) i (Y, q) metricˇki prostori. Definiramo funkciju d : (X×Y)× (X×Y)→ R
sa
d((x1y1), (x2, y2)) = max {p(x1, x2), q(y1, y2)}.
Tvrdimo da je d metrika na X × Y . Jedino netrivijalno svojstvo koje treba provjeriti je
nejednakost trokuta. Neka su a1, a2, a3 ∈ X × Y, a1 = (x1, y1), a2 = (x2, y2) i a3 = (x3, y3).
Imamo
p(x1, x2) ≤ p(x1, x3) + p(x3, x2) ≤ d(a1, a3) + d(a3, a2)
i
q(y1, y2) ≤ q(y1, y3) + q(y3, y2) ≤ d(a1, a3) + d(a3, a2).
Stoga je max {p(x1, x2), q(y1, y2)} ≤ d(a1, a3) + d(a3, a2), tj.
d(a1, a2) ≤ d(a1, a3) + d(a3, a2).
Prema tome, d je metrika na X × Y . Za d kazˇemo da je produktna metrika na X × Y
(odredena metrikama p i q), a za metricˇki prostor (X×Y, d) kazˇemo da je produkt metricˇkih
prostora (X, p) i (Y, q).
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Lema 3.1.7. Neka su (X, p) i (Y, q) metricˇki prostori te neka je (X × Y, d) njihov produkt.
Neka su x0 ∈ X, y0 ∈ Y i r > 0. Tada je
Kd((x0, y0), r) = Kp(x0, r) × Kq(y0, r).
Dokaz. Neka su x ∈ X i y ∈ Y . Tada vrijedi:
(x, y) ∈ Kd((x0, y0), r)⇔ d((x, y), (x0, y0)) < r
⇔ max {p(x, x0), q(y, y0)} < r
⇔ p(x, x0) < r i q(y, y0) < r
⇔ x ∈ Kp(x0, r) i y ∈ Kq(y0, r)
⇔ (x, y) ∈ Kp(x0, r) × Kq(y0, r)
pa slijedi tvrdnja leme.

Teorem 3.1.8. Neka su (X, p) i (Y, q) metricˇki prostori te neka je (X × Y, d) njihov produkt.
Tada je (X × Y,Td) produkt topolosˇkih prostora (X,Tp) i (Y,Tq).
Dokaz. Prema definiciji produktne topologije treba dokazati da je familija B = {U × V |
U ∈ Tp,V ∈ Tq} baza topologije Td.
Dokazˇimo prvo da je B ⊆ Td. Neka su U ∈ Tp,V ∈ Tq. Zˇelimo dokazati da je
U × V ∈ Td. Neka je z ∈ U × V . Tada je z = (x, y), gdje je x ∈ U i y ∈ V . Imamo da je U
otvoren skup u (X, p) (jer je U ∈ Tp) pa postoji r1 > 0 takav da je Kp(x, r1) ⊆ U. Analogno
dobivamo da postoji r2 > 0 takav da je Kq(y, r2) ⊆ V . Neka je r = min {r1, r2}. Tada je
Kp(x, r) ⊆ U i Kq(y, r) ⊆ V
pa je
Kp(x, r) × Kq(y, r) ⊆ U × V.
Iz prethodne leme slijedi da je
Kd(z, r) ⊆ U × V.
Ovim smo pokazali da je U × V otvoren skup u metricˇkom prostoru (X × Y, d), dakle
U × V ∈ Td. Prema tome je B ⊆ Td.
Neka je W ∈ Td te neka je z ∈ W. Tada je W otvoren skup u (X × Y, d) pa postoji r > 0
takav da je K(z, r) ⊆ W. Iz prethodne leme slijedi da je K(z, r) ∈ B. Dakle, postoji B ∈ B
takav da je z ∈ B ⊆ W. Zakljucˇujemo da je B baza topologije Td pa slijedi tvrdnja teorema.

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Korolar 3.1.9. Neka su (X, p) i (Y, q) kompaktni metricˇki prostori te neka je (X × Y, d)
njihov produkt. Tada je (X × Y, d) kompaktan metricˇki prostor.
Dokaz. Prema teoremu 3.1.8 (X × Y,Td) je produkt topolosˇkih prostora (X,Tp) i (Y,Tq)
koji su ocˇito kompaktni. Stoga je prema korolaru 3.1.6 (X × Y,Td) kompaktan topolosˇki
prostor. Dakle, (X × Y, d) je kompaktan metricˇki prostor.

Korolar 3.1.10. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je (X × Y,R) njihov
produkt. Pretpostavimo da su topolosˇki prostori (X,T ) i (Y,S) metrizabilni. Tada je i
topolosˇki prostor (X × Y,R) metrizabilan.
Dokaz. Postoje metrika p na X takva da je T = Tp i metrika q na Y takva da je S = Tq.
Neka je d produktna topologija na X × Y odredena metrikama p i q. Prema teoremu 3.1.8
(X × Y,Td) je produkt topolosˇkih prostora (X,Tp) i (Y,Tq), tj. produkt topolosˇkih prostora
(X,T ) i (Y,S). S druge strane i (X × Y,R) je produkt ovih topolosˇkih prostora pa slijedi
R = Td. Time je dokazana tvrdnja korolara.

3.2 Hausdorffov prostor
Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je Hausdorffov ako za sve x, y ∈ X takve da je x , y
postoje U,V ∈ T takvi da je x ∈ U, y ∈ V i U ∩ V = ∅.
Primjer 3.2.1. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Tada topolosˇki prostor (X, {∅, X})
nije Hausdorffov.
Propozicija 3.2.2. Svaki metrizabilan topolosˇki prostor je Hausdorffov.
Dokaz. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor koji je metrizabilan. Tada je T = Td za neku
metriku d na X. Neka su x, y ∈ X, x , y. Neka je U = K
(
x, d(x,y)2
)
i V = K
(
y, d(x,y)2
)
.
Pretpostavimo da je U ∩ V , ∅. Tada postoji z ∈ X takav da je z ∈ U i z ∈ V pa slijedi
d(x, z) <
d(x, y)
2
i d(y, z) <
d(x, y)
2
.
Stoga je
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < d(x, y)
2
+
d(x, y)
2
= d(x, y),
tj. d(x, y) < d(x, y) sˇto je kontradikcija. Prema tome, U ∩ V = ∅. Ocˇito je x ∈ U i y ∈ V .
Nadalje, U i V su otvoreni skupovi u (X, d) pa su U,V ∈ Td, tj. U,V ∈ T . Prema tome,
topolosˇki prostor (X,T ) je Hausdorffov.

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Propozicija 3.2.3. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je (X × Y,R) njihov
produkt. Pretpostavimo da su topolosˇki prostori (X,T ) i (Y,S) Hausdorffovi. Tada je i
topolosˇki prostor (X × Y,R) Hausdorffov.
Dokaz. Neka su z1, z2 ∈ X × Y tocˇke takve da je z1 , z2. Imamo z1 = (x1, y1) i z2 = (x2, y2),
gdje su x1, x2 ∈ X i y1, y2 ∈ Y . Iz z1 , z2 slijedi x1 , x2 ili y1 , y2.
1. slucˇaj: x1 , x2
Tada postoje U1,U2 ∈ T takvi da je x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 i U1 ∩ U2 = ∅. Tada su U1 × Y i
U2 × Y disjunktni otvoreni skupovi u (X × Y,R) takvi da je z1 ∈ U1 × Y i z2 ∈ U2 × Y .
2. slucˇaj: y1 , y2
Tada postoje disjunktni otvoreni skupovi V1,V2 u (Y,S) takvi da je y1 ∈ V1 i y2 ∈ V2 pa su
X×V1 i X×V2 disjunktni otvoreni skupovi u (X×Y,R) takvi da je z1 ∈ X×V1 i z2 ∈ X×V2.
Zakljucˇak: topolosˇki prostor (X × Y,R) je Hausdorffov.

Propozicija 3.2.4. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je (X × Y,R) njihov
produkt. Neka su p1 : X×Y → X i p2 : X×Y → Y projekcije na prvu i drugu koordinatu (tj.
p1(x, y) = x, p2(x, y) = y,∀x ∈ X,∀y ∈ Y). Tada je p1 neprekidna s obzirom na topologije
R i T , a p2 neprekidna s obzirom na R i S.
Dokaz. Neka je U ∈ T . Tada je p1−1(U) = U × Y pa je
p1−1(U) ∈ R
(jer je U ∈ T i Y ∈ S). Dakle, funkcija p1 je neprekidna s obzirom na topologije R i T .
Analogno dobivamo da je p2 neprekidna s obzirom na topologije R i S.

Napomena 3.2.5. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je f : X → Y funkcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S. Tada c´emo za funkciju f rec´i da je (T ,S) -
neprekidna.
Propozicija 3.2.6. Neka su (X,T ), (Y,S) i (Z,W) topolosˇki prostori te neka su f : X → Y
i g : Y → Z funkcije takve da je f (T ,S) - neprekidna te je g (S,W) - neprekidna. Tada
je funkcija g ◦ f (T ,W) - neprekidna.
Dokaz. Neka je W ∈ W. Vrijedi
(g ◦ f )−1(W) = f −1(g−1(W)).
Iz W ∈ W slijedi da je g−1(W) ∈ S pa je f −1(g−1(W)) ∈ T . Dakle, (g ◦ f )−1(W) ∈ T .
Zakljucˇak: funkcija g ◦ f je (T ,W) - neprekidna.

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Propozicija 3.2.7. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori, neka je B baza topologije S
te neka je f : X → Y. Tada je f (T ,S) - neprekidna ako i samo ako za svaki B ∈ B vrijedi
f −1(B) ∈ T .
Dokaz. Ako je f neprekidna, onda je f −1(B) ∈ T ,∀B ∈ B jer je B ⊆ S.
Obratno, pretpostavimo da za svaki B ∈ B vrijedi f −1(B) ∈ T . Neka je V ∈ S. Tada
postoji indeksirana familija (Bα)α∈A elemenata od B takva da je V = ⋃α∈A Bα. Imamo
f −1(V) = f −1
(⋃
α∈A
Bα
)
=
⋃
α∈A
f −1(Bα).
Prema pretpostavci za svaki α ∈ A vrijedi f −1(Bα) ∈ T . Stoga je ⋃α∈A f −1(Bα) ∈ T , tj.
f −1(V) ∈ T . Dakle, f je (T ,S) - neprekidna.

Propozicija 3.2.8. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je (X × Y,R) njihov
produkt. Neka su p1 : X × Y → X i p2 : X × Y → Y projekcije na prvu i drugu koordinatu.
Neka je (Z,W) topolosˇki prostor te f : Z → X × Y. Tada je f (W,R) - neprekidna ako i
samo ako je p1 ◦ f (W,T ) - neprekidna i p2 ◦ f (W,S) - neprekidna.
Dokaz. Ako je f neprekidna, onda iz propozicija 3.2.6 i 3.2.7 slijedi da su p1 ◦ f i p2 ◦ f
neprekidne.
Obratno, pretpostavimo da je p1 ◦ f (W,T ) - neprekidna te da je p2 ◦ f (W,S) -
neprekidna. Familija {U × V | U ∈ T ,V ∈ S} je baza topologije R pa je prema prethodnoj
propoziciji dovoljno pokazati da je f −1(U × V) ∈ W,∀U ∈ T ,∀V ∈ S. Neka su U ∈ T i
V ∈ S. Tada je
f −1(U × V) = {z ∈ Z | f (z) ∈ U × V}
= {z ∈ Z | (p1( f (z)), p2( f (z))) ∈ U × V}
= {z ∈ Z | p1( f (z)) ∈ U, p2( f (z)) ∈ V}
= {z ∈ Z | p1( f (z)) ∈ U} ∩ {z ∈ Z | p2( f (z)) ∈ V}
= {z ∈ Z | (p1 ◦ f )(z) ∈ U} ∩ {z ∈ Z | (p2 ◦ f )(z) ∈ V}
= (p1 ◦ f )−1(U) ∩ (p2 ◦ f )−1(V) ∈ W
jer je (p1 ◦ f )−1(U) ∈ W i (p2 ◦ f )−1(V) ∈ W. Prema tome, f −1(U × V) ∈ W.
Zakljucˇak: f je (W,R) - neprekidna.

Propozicija 3.2.9. 1. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori, y0 ∈ Y i f : X → Y
funkcija definirana s f (x) = y0,∀x ∈ X. Tada je f neprekidna s obzirom na topologije
T i S ((T ,S) - neprekidna).
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2. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor. Tada je identiteta idx : X → X neprekidna funkcija
s obzirom na topologije T i T ((T ,T ) - neprekidna).
Dokaz. 1. Neka je V ∈ S. Ako je y0 ∈ V , onda je f −1(V) = X, a ako y0 < V , onda je
f −1(V) = ∅. U svakom slucˇaju f −1(V) ∈ T . Dakle, f je neprekidna.
2. Neka je U ∈ T . Imamo
id−1x (U) = {x ∈ X | idx(x) ∈ U} = {x ∈ X | x ∈ U} = U,
dakle id−1x (U) ∈ T . Time je tvrdnja dokazana.

Teorem 3.2.10. Neka su (X,T ) i (Y,S) povezani topolosˇki prostori te neka je (X × Y,R)
njihov produkt. Tada je i (X × Y,R) povezan topolosˇki prostor.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji separacija (W1,W2) topolosˇkog prostora (X×
Y,R). Neka je x0 ∈ X. Tvrdimo da je skup {x0} × Y cˇitav sadrzˇan u W1 ili W2. Definirajmo
funkciju f : Y → X × Y s
f (y) = (x0, y).
Iz prethodne dvije propozicije slijedi da je f (S,R) - neprekidna. Uocˇimo da je
f (Y) = {x0} × Y.
Kada bi {x0} × Y sjekao i W1 i W2, onda bi f −1(W1) i f −1(W2) bili neprazni podskupovi
od Y , otvoreni jer je f neprekidna, disjunktni jer su W1 i W2 disjunktni te takvi da je
Y = f −1(W1) ∪ f −1(W2) jer je X × Y = W1 ∪W2. No to je nemoguc´e jer je (Y,S) povezan.
Dakle, {x0}×Y ne mozˇe sjec´i i W1 i W2 pa je {x0}×Y cˇitav sadrzˇan u W1 ili W2. Skupovi W1
i W2 su neprazni pa postoje x1, x2 ∈ X i y1, y2 ∈ Y takvi da je (x1, y1) ∈ W1 i (x2, y2) ∈ W2.
Slijedi da je ({x1} × Y) ∩W1 , ∅ pa je
{x1} × Y ⊆ W1. (3.3)
Analogno dobivamo da je
{x2} × Y ⊆ W2. (3.4)
Odaberimo y0 ∈ Y . Definiramo funkciju g : X → X × Y s g(x) = (x, y0). Iz prethodnih
dviju propozicija slijedi da je g (T ,R) - neprekidna. Iz (3.3) slijedi da je
g(x1) = (x1, y0) ∈ {x1} × Y ⊆ W1
pa je x1 ∈ g−1(W1). Analogno koristec´i (3.4) dobivamo da je x2 ∈ g−1(W2). Prema tome,
g−1(W1) i g−1(W2) su neprazni, otvoreni skupovi u (X,T ), disjunktni su i u uniji daju cˇitav
X. Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je topolosˇki prostor (X,T ) povezan.
Zakljucˇak: Topolosˇki prostor (X × Y,R) je povezan.

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Korolar 3.2.11. Neka su (X, p) i (Y, q) povezani metricˇki prostori te neka je (X×Y, d) njihov
produkt. Tada je (X × Y, d) povezan metricˇki prostor.
Dokaz. Koristec´i prethodni teorem ovu tvrdnju dokazujemo na isti nacˇin kao korolar 3.1.9.

3.3 Kontinuumi
Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je kontinuum ako je (X, d) kompaktan i povezan
metricˇki prostor.
Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je Hausdorffov kontinuum ako je (X,T ) pove-
zan i kompaktan Hausdorffov prostor.
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor, onda je (X, d) kontinuum ako i samo
ako je (X,Td) Hausdorffov kontinuum.
Primjer 3.3.1. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Tada je ([0, 1], d) kontinuum. Naime,
prema teoremu 3.0.3 ([0, 1], d) je povezan metricˇki prostor. S druge strane, ako je d′ euk-
lidska metrika na R, onda je [0, 1] kompaktan skup u (R, d′) prema teoremu 2.0.6. Ocˇito je
d = d′|[0,1]×[0,1] pa je prema propoziciji 2.0.5 ([0, 1], d) kompaktan metricˇki prostor.
Propozicija 3.3.2. 1. Neka su (X,T ) i (Y,S) Hausdorffovi kontinuumi te neka je (X ×
Y,R) produkt topolosˇkih prostora (X,T ) i (Y,S). Tada je (X × Y,R) Hausdorffov
kontinuum.
2. Neka su (X, p) i (Y, q) kontinuumi te neka je (X × Y, d) produkt metricˇkih prostora
(X, p) i (Y, q). Tada je (X × Y, d) kontinuum.
Dokaz. Tvrdnja 1. slijedi iz teorema 3.2.10, propozicije 3.2.3 i korolara 3.1.6, a tvrdnja 2.
slijedi iz korolara 3.1.9 i 3.2.11.

Propozicija 3.3.3. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te neka je f : X → Y surjekcija
neprekidna s obzirom na metrike d i d′. Pretpostavimo da je (X, d) kontinuum. Tada je i
(Y, d′) kontinuum.
Dokaz. Iz korolara 3.0.5 slijedi da je (Y, d′) povezan. Imamo da je X kompaktan skup u
metricˇkom prostoru (X, d) pa je iz toga X kompaktan skup u topolosˇkom prostoru (X,Td).
Funkcija f je (Td,T ′d) - neprekidna (prema napomeni 2.0.7) pa iz propozicije 2.0.8 slijedi
da je f (X) kompaktan skup u topolosˇkom prostoru (Y,Td′). No f (X) = Y jer je f surjekcija.
Prema tome, Y je kompaktan skup u topolosˇkom prostoru (Y,Td′), dakle Y je kompaktan
skup u metricˇkom prostoru (Y, d′) pa zakljucˇujemo da je (Y, d′) kompaktan metricˇki prostor.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.
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
Primjer 3.3.4. 1. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te x ∈ X. Tada je {x} povezan skup
u (X,T ). Naime, ako je S relativna topologija na {x}, onda je S = {∅, {x}} pa je ocˇito
da ne postoji separacija od
({x},S).
2. Neka je (X,T ) Hausdorffov prostor te neka su x, y ∈ X, x , y. Tada skup {x, y} nije
povezan u (X,T ). Naime, znamo da postoje U,V ∈ T takvi da je U ∩ V = ∅, x ∈ U i
y ∈ V. Neka je S relativna topologija na {x, y}. Vrijedi
{x} = U ∩ {x, y} i {y} = V ∩ {x, y}
pa zakljucˇujemo da su
{x}, {y} ∈ S.
Stoga je ({x}, {y}) separacija topolosˇkog prostora ({x, y},S).
Primjer 3.3.5. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je [0, 1] povezan skup u (R, d).
To slijedi iz teorema 3.0.3. Nadalje, ako je E euklidska topologija na R, onda je [0, 1]
kompaktan skup u (R,E).
Propozicija 3.3.6. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor, neka je K kompaktan skup u (X,T ) te
neka je F zatvoren skup u (X,T ) takav da je F ⊆ K. Tada je F kompaktan skup u (X,T ).
Dokaz. Neka jeU otvoreni pokrivacˇ skupa F u topolosˇkom prostoru (X,T ). Tada jeU ∪
{X\F} otvoreni pokrivacˇ od K u (X,T ). Naime, buduc´i da je F zatvoren u (X,T ), imamo
X\F ∈ T pa je
U ∪ {X\F} ⊆ T .
Nadalje, neka je x ∈ K. Ako je x ∈ F, onda postoji U ∈ U takav da je x ∈ U, a ako
x < F, onda je x ∈ X\F. Dakle, U ∪ {X\F} je otvoreni pokrivacˇ od K pa buduc´i da je K
kompaktan postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je
K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ X\F.
Dakle,
F ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ X\F
pa zakljucˇujemo da je
F ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.
Prema tome, F je kompaktan skup u (X,T ).

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Korolar 3.3.7. Neka je (X,T ) kompaktan topolosˇki prostor te neka je F zatvoren skup u
(X,T ). Tada je F kompaktan skup u (X,T ).
Vezano uz prethodnu propoziciju, imamo da zatvoren skup opc´enito ne mora biti kom-
paktan. Naime, ako je (X,T ) topolosˇki prostor koji nije kompaktan, onda je X zatvoren
skup u (X,T ) koji nije kompaktan.
Postavlja se pitanje mora li (i uz koje uvjete) kompaktan skup biti zatvoren.
Primjer 3.3.8. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Odaberimo podskup K od X
takav da je K , ∅ i K , X. Skup K je kompaktan u topolosˇkom prostoru (X, {∅, X}), no K
nije zatvoren u ovom topolosˇkom prostoru.
Teorem 3.3.9. Neka je (X,T ) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan skup u (X,T ).
Tada je K zatvoren skup u (X,T ).
Dokaz. Ako je K = ∅ tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K neprazan. Neka je x ∈ Kc.
Za svaki y ∈ K vrijedi x , y pa postoje Uy,Vy ∈ T takvi da je
x ∈ Uy, y ∈ Vy i Uy ∩ Vy = ∅.
Skup K je kompaktan, a familija {Vy | y ∈ K} je otvoreni pokrivacˇ od K pa stoga postoje
n ∈ N i y1, . . . , yn ∈ K takvi da je
K ⊆ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn . (3.5)
Neka je W = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn . Tada je x ∈ W i W ∈ T . Za svaki i ∈ {1, . . . , n} vrijedi
W ⊆ Uyi i Uyi ∩ Vyi = ∅.
Stoga je
W ∩ Vyi = ∅,∀i ∈ {1, . . . , n},tj. W ∩ (Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn) = ∅.
Iz (3.5) slijedi da je W ∩ K = ∅. To znacˇi da je W ⊆ Kc.
Imamo sljedec´i zakljucˇak: za svaki x ∈ Kc postoji Wx ∈ T takav da je x ∈ Wx ⊆ Kc.
Stoga je Kc =
⋃
x∈Kc Wx iz cˇega slijedi da je Kc ∈ T . Prema tome, K je zatvoren skup u
(X,T ).

Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je Y ⊆ X,Y , ∅. Kazˇemo da je Y Hausdorffov
kontinuum u (X,T ) ako je (Y,S) Hausdorffov kontinuum, gdje je S relativna topologija na
Y .
Propozicija 3.3.10. Neka je (Y,S) potprostor topolosˇkog prostora (X,T ). Pretpostavimo
da je (X,T ) Hausdorffov. Tada je (Y,S) Hausdorffov.
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Dokaz. Neka su a, b ∈ Y, a , b. Buduc´i da je (X,T ) Hausdorffov, postoje U,V ∈ T takvi
da je a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅. Slijedi
a ∈ U ∩ Y, b ∈ V ∩ Y, (U ∩ Y) ∩ (V ∩ Y) = ∅ i U ∩ Y,V ∩ Y ∈ S.
Dakle, (Y,S) je Hausdorffov.

Pretpostavimo da je (X,T ) Hausdorffov prostor te da je Y ⊆ X,Y , ∅. Tada je Y
Hausdorffov kontinuum u (X,T ) ako i samo ako je Y povezan i kompaktan u (X,T ).
Neka je (X, d) metricˇki prostor te Y ⊆ X,Y , ∅. Kazˇemo da je Y kontinuum u (X,T )
ako je (Y, d′) kontinuum, gdje je d′ = d|Y×Y .
Propozicija 3.3.11. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka su K i L kompaktni skupovi u
(X,T ). Tada je K ∪ L kompaktan skup u (X,T ). Ako je (X,T ) Hausdorffov, onda je i K ∩ L
kompaktan skup.
Dokaz. Neka jeU otvoreni pokrivacˇ od K ∪ L. Tada jeU otvoreni pokrivacˇ i od K i od L
pa postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U te m ∈ N i V1, . . . ,Vm ∈ U takvi da je
K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un i L ⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vm.
Slijedi
K ∪ L ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vm.
Prema tome, K ∪ L je kompaktan skup.
Pretpostavimo (X,T ) Hausdorffov. Prema teoremu 3.3.9 skupovi K i L su zatvoreni u
(X,T ). Stoga je K ∩ L zatvoren skup u (X,T ), a ocˇito vrijedi K ∩ L ⊆ L. Iz propozicije
3.3.6 slijedi da je K ∩ L kompaktan skup.

Iz prethodne propozicije lako zakljucˇujemo da je unija konacˇno mnogo kompaktnih
skupova u topolosˇkom prostoru kompaktan skup.
Opc´enito, unija (beskonacˇno mnogo) kompaktnih skupova ne mora biti kompaktan
skup. Naime, ako je (X,T ) topolosˇki prostor i K skup koji nije kompaktan u (X,T ), onda
je
K =
⋃
x∈K
{x},
a za svaki x ∈ K ocˇito vrijedi da je {x} kompaktan skup.
S druge strane, ako je (Kα)α∈A indeksirana familija kompaktnih skupova u Hausdorffo-
vom prostoru (X,T ), onda na isti nacˇin kao i u dokazu prethodne propozicije zakljucˇujemo
da je
⋂
α∈A Kα kompaktan skup u (X,T ).
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Primjer 3.3.12. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka su a i b takvi da a, b < X i a , b.
Neka je T ′ = T ∪ {X ∪ {a}, X ∪ {b}, X ∪ {a, b}}. Tvrdimo da je T ′ topologija na X ∪ {a, b}.
Ocˇito vrijedi ∅, X ∪ {a, b} ∈ T ′.
Neka je (Uα)α∈A indeksirana familija elemenata odT ′. Razlikujemo nekoliko slucˇajeva:
1. Uα ∈ T ,∀α ∈ A. Tada je ⋃α∈A Uα ∈ T pa je ⋃α∈A Uα ∈ T ′.
2. Postoji α0 ∈ A takav da je Uα0 = X ∪ {a, b}. Tada je
⋃
α∈A Uα = X ∪ {a, b}.
3. Postoji α0 ∈ A takav da je Uα0 = X ∪ {a} te je Uα , X ∪ {b} i Uα , X ∪ {a, b}, za
svaki α ∈ A, α , α0. Tada je ⋃α∈A Uα = X ∪ {a}.
4. Postoji α0 ∈ A takav da je Uα0 = X ∪ {b} te je Uα , X ∪ {a} i Uα , X ∪ {a, b}, za
svaki α ∈ A, α , α0. Tada je ⋃α∈A Uα = X ∪ {b}.
5. Postoje α0, α1 ∈ A takvi da je Uα0 = X ∪ {a}, Uα1 = X ∪ {b}. Tada je
⋃
α∈A Uα =
X ∪ {a, b}.
U svakom slucˇaju ⋃
α∈A
Uα ∈ T ′.
Neka su U,V ∈ T ′. Imamo nekoliko slucˇajeva:
1. U,V ∈ T . Tada je U ∩ V ∈ T .
2. U ∈ T ,V < T . Tada je U ∩ V = U.
3. U < T ,V ∈ T . Tada je U ∩ V = V.
4. U,V ∈ {X ∪ {a}, X ∪ {b}, X ∪ {a, b}}. Tada je U ∩ V ∈ {X, X ∪ {a}, X ∪ {b}, X ∪ {a, b}}.
U svakom slucˇaju,
U ∩ V ∈ T ′.
Prema tome, T ′ je topologija na X′ gdje je X′ = X ∪ {a, b}.
Tvrdimo da je skup X ∪ {a} kompaktan u topolosˇkom prostoru (X′,T ′). Neka je U
otvoreni pokrivacˇ od X ∪ {a} u (X′,T ′). Iz
X ∪ {a} ⊆
⋃
U∈U
U
slijedi da postoji U ∈ U takav da je a ∈ U. Zbog U ∈ T ′ imamo U = X ∪ {a} ili
U = X ∪ {a, b}. Svakako, X ∪ {a} ⊆ U. Prema tome, X ∪ {a} je kompaktan skup u (X′,T ′).
Analogno dobivamo da je X ∪ {b} kompaktan skup u (X′,T ′).
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Uzmimo sada da je X beskonacˇan skup te da je T = P(X). Odaberimo a i b takve da
a, b < X te da je a , b. Neka su X′ i T ′ definirani kao gore. Neka je
U = {{x | x ∈ X}.
Ocˇito je U otvoreni pokrivacˇ od X u topolosˇkom prostoru (X′,T ′), no jasno je da ne
postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je X ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un. Prema tome, skup X nije
kompaktan u (X′,T ′). No,
X = (X ∪ {a}) ∩ (X ∪ {b}),
a X ∪ {a} i X ∪ {b} su kompaktni skupovi u (X′,T ′).
Prethodni primjer pokazuje da presjek dva kompaktna skupa ne mora biti kompaktan
skup.
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor, A ⊆ X te U,V ∈ T takvi da je
A ⊆ U ∪ V, A ∩ U ∩ V = ∅,U ∩ A , ∅ i V ∩ A , ∅.
Tada za uredeni par (U,V) kazˇemo da je separacija skupa A u topolosˇkom prostoru (X,T ).
Propozicija 3.3.13. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te A ⊆ X. Tada je A povezan skup u
(X,T ) ako i samo ako ne postoji separacija skupa A u (X,T ).
Dokaz. Pretpostavimo da je A povezan skup u (X,T ). Pretpostavimo da je (U,V) sepa-
racija skupa A u topolosˇkom prostoru (X,T ). Slijedi da je A , ∅ i da je (A,TA) povezan
topolosˇki prostor, gdje je TA relativna topologija na A. Iz definicije separacije skupa u
topolosˇkom prostoru slijedi da je
(U ∩ A,V ∩ A)
separacija topolosˇkog prostora (A,TA), sˇto je nemoguc´e. Prema tome, ne postoji separacija
skupa A u (X,T ).
Obratno, pretpostavimo da ne postoji separacija skupa A u (X,T ). Zˇelimo pokazati da
je A povezan skup u (X,T ). To je jasno ako je A = ∅. Uzmimo stoga da je A neprazan.
Pretpostavimo da A nije povezan u (X,T ). Tada topolosˇki prostor (A,TA) nije povezan pa
postoji separacija (V1,V2) topolosˇkog prostora (A,TA). Slijedi da postoje U1,U2 ∈ T takvi
da je
V1 = U1 ∩ A i V2 = U2 ∩ A.
Lako se provjeri da je (U1,U2) separacija skupa A u (X,T ), no to je u kontradikciji s
pretpostavkom da takva separacija ne postoji. Prema tome, A je povezan skup u (X,T ).

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Propozicija 3.3.14. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor, (Cα)α∈A indeksirana familija poveza-
nih skupova u (X,T ) i T povezan skup u (X,T ). Pretpostavimo da je Cα ∩ T , ∅,∀α ∈ A.
Tada je (
⋃
α∈A Cα) ∪ T povezan skup.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada prema prethodnoj propoziciji postoji separacija
(U,V) skupa (
⋃
α∈A Cα) ∪ T u (X,T ). Pretpostavimo da je U ∩ T , ∅ i V ∩ T , ∅.
Ocˇito je
T ⊆ U ∪ V i U ∩ V ∩ T = ∅.
Stoga je (U,V) separacija skupa T , a to je nemoguc´e jer je T povezan. Stoga ne mozˇe
vrijediti U ∩ T , ∅ i V ∩ T , ∅ pa je U ∩ T = ∅ ili V ∩ T = ∅. Bez smanjenja opc´enitosti
mozˇemo pretpostaviti da je V ∩T = ∅. Slijedi da je T ⊆ U. Neka je α ∈ A. Posve analogno
zakljucˇujemo da je Cα ∩ U = ∅ ili Cα ∩ V = ∅. No iz Cα ∩ T , ∅ i T ⊆ U slijedi da je
Cα ∩U , ∅. Stoga je Cα ∩V = ∅ pa iz Cα ⊆ U ∪V slijedi Cα ⊆ U. Dakle, Cα ⊆ U,∀α ∈ A
pa slijedi da je (⋃
α∈A
Cα
)
∪ T ⊆ U.
Stoga je ((⋃
α∈A
Cα
)
∪ T
)
∩ V = ∅
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je (U,V) separacija skupa (
⋃
α∈A Cα) ∪ T .
Zakljucˇak: (
⋃
α∈A Cα) ∪ T je povezan skup.

Korolar 3.3.15. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je (Cα)α∈A indeksirana familija
povezanih skupova u (X,T ) takvih da je ⋂α∈A Cα , ∅. Tada je ⋃α∈A Cα povezan skup u
(X,T ).
Dokaz. Prema prepostavci postoji x ∈ X takav da je x ∈ Cα,∀α ∈ A. Definiramo T = {x}.
Ocˇito je da je T povezan skup te da za svaki α ∈ A vrijedi Cα ∩ T , ∅. Iz prethodne
propozicije slijedi da je
⋃
α∈A Cα povezan skup.

Korolar 3.3.16. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka su S i T povezani skupovi u
(X,T ) takvi da je S ∩ T , ∅. Tada je S ∪ T povezan skup u (X,T ).
Korolar 3.3.17. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka su S i T kontinuumi (X,T ) takvi
da je S ∩ T , ∅. Tada je S ∪ T kontinuum u (X,T ).
Propozicija 3.3.18. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je f : X → Y (T ,S)
- neprekidna funkcija. Neka je (A,TA) potprostor topolosˇkog prostora (X,T ) i (B,SB)
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potprostor topolosˇkog prostora (Y,S). Pretpostavimo da je f (A) ⊆ B. Neka je g : A → B
funkcija definirana sa g(x) = f (x),∀x ∈ A. Tada je g (TA,SB) - neprekidna funkcija.
Dokaz. Neka je V ∈ SB. Tada postoji U ∈ S takav da je V = U ∩ B. Imamo:
g−1(V) = {x ∈ A | g(x) ∈ V}
= {x ∈ A | g(x) ∈ U}
= {x ∈ A | f (x) ∈ U}
= {x ∈ X | f (x) ∈ U} ∩ A
= f −1(U) ∩ A.
Dakle,
g−1(V) = f −1(U) ∩ A.
Funkcija f je (T ,S) - neprekidna, a U ∈ S pa je f −1(U) ∈ T . Stoga je g−1(V) ∈ TA.

Propozicija 3.3.19. Neka su (X,T ) i (Y,S) topolosˇki prostori te neka je f : X → Y (T ,S)
- neprekidna funkcija. Pretpostavimo da je A povezan skup u (X,T ). Tada je f (A) povezan
skup u (Y,S).
Dokaz. Ako je A = ∅ tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je A , ∅. Tada je i f (A) , ∅.
Neka je B = f (A). Neka je TA relativna topologija na A u (X,T ) te neka je SB relativna
topologija na B u (Y,S). Neka je g : A → B funkcija definirana sa g(x) = f (x),∀x ∈ A.
Prema prethodnoj propoziciji g je ocˇito surjekcija. Iz propozicije 3.0.4 slijedi da je (B,SB)
povezan topolosˇki prostor. Time je tvrdnja propozicije dokazana.

Korolar 3.3.20. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori, neka je f : X → Y funkcija
neprekidna s obzirom na metrike d i d′ te neka je A povezan skup u metricˇkom prostoru
(X, d). Tada je f (A) povezan skup u metricˇkom prostoru (Y, d′).
Propozicija 3.3.21. Neka je n ∈ N, neka je (X, p) metricˇki prostor, neka je d euklidska
metrika na Rn te neka je f : X → Rn. Neka je x0 ∈ X te neka su f1, . . . , fn : X →
R komponentne funkcije od f . Neka je d′ euklidska metrika na R. Tada je funkcija f
neprekidna u x0 s obzirom na metrike p i d ako i samo ako su funkcije f1, . . . , fn : X → R
neprekidne u x0 s obzirom na metrike p i d′.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u x0. Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Za svaki x ∈ X
vrijedi
d′( fi(x), fi(x0)) = | fi(x) − fi(x0)| =
√
( fi(x) − fi(x0))2
≤
√
( f1(x) − f1(x0))2 + · · · + ( fn(x) − fn(x0))2
= d(( f1(x), . . . , fn(x)), ( f1(x0), . . . , fn(x0)))
= d( f (x), f (x0)).
Dakle,
d′( fi(x), fi(x0)) ≤ d( f (x), f (x0)),∀x ∈ X. (3.6)
Neka je ε > 0. Buduc´i da je f neprekidna u x0, postoji δ > 0 takav da vrijedi
p(x, x0) < δ⇒ d( f (x), f (x0)) < ε.
Iz (3.6) slijedi da vrijedi
p(x, x0) < δ⇒ d′( fi(x), fi(x0)) < ε.
Dakle, fi je neprekidna u x0.
Obratno, pretpostavimo da su f1, . . . , fn neprekidne u x0. Neka je ε > 0. Neka je
i ∈ {1, . . . , n}. Tada postoji δi > 0 takav da vrijedi
p(x, x0) < δi ⇒ | fi(x) − fi(x0)| < ε√
n
. (3.7)
Neka je δ = min {δ1, . . . , δn}. Neka je x ∈ X takav da je p(x, x0) < δ. Tada iz (3.7) slijedi
| f1(x) − f1(x0)| < ε√
n
, . . . , | fn(x) − fn(x0)| < ε√
n
pa kvadriranjem, zbrajanjem i korjenovanjem dobijemo
d( f (x), f (x0)) < ε.
Stoga je f neprekidna u x0.

Neka je n ∈ N te neka su a, b ∈ Rn. Definiramo
ab =
{
a + t(b − a) | t ∈ [0, 1]
}
.
Za ab kazˇemo da je segment u Rn odreden tocˇkama a i b. Uocˇimo da su a, b ∈ ab.
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Propozicija 3.3.22. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Tada je svaki
segment u Rn kontinuum u metricˇkom prostoru (Rn, d).
Dokaz. Neka su a, b ∈ Rn. Definirajmo funkciju f : [0, 1]→ Rn sa
f (t) = a + t(b − a).
Neka je p euklidska metrika na [0, 1]. Tvrdimo da je funkcija f neprekidna s obzirom na
metrike p i d. U tu svrhu dovoljno je dokazati da su komponentne funkcije od f neprekidne
s obzirom na metrike p i d′, gdje je d′ euklidska metrika na R. Imamo
a = (a1, . . . , an) i b = (b1, . . . , bn).
Neka su f1, . . . , fn komponentne funkcije od f . Tada za svaki i ∈ {1, . . . , n} vrijedi
fi(t) = ai + t(bi − ai),∀t ∈ [0, 1].
Opc´enito, ako su α, β ∈ R i g : [0, 1]→ R funkcija definirana sa
g(x) = α + βx,
onda je g neprekidna s obzirom na metrike p i d′. Naime, neka su x ∈ [0, 1] i ε > 0.
Definirajmo
δ =
ε
|β| + 1 .
Tada za svaki y ∈ [0, 1] takav da je |x − y| < δ vrijedi
|x − y| < ε|β| + 1
pa je (
|β| + 1
)
|x − y| < ε,
sˇto povlacˇi
|β||x − y| < ε,
tj.
|g(x) − g(y)| < ε.
Prema tome, funkcija g je neprekidna s obzirom na p i d′. Stoga su i funkcije f1, . . . , fn
neprekidne s obzirom na p i d′ pa je i f neprekidna s obzirom na p i d. Metricˇki pros-
tor ([0, 1], p) je povezan (prema teoremu 3.0.3), stoga je [0, 1] povezan skup u ([0, 1], p).
Prema korolaru 3.3.20 skup f ([0, 1]) je povezan u (Rn, d). No ocˇito je
f ([0, 1]) = ab.
Dakle, ab je povezan u (Rn, d). Analogno koristec´i teorem 2.0.6 i propoziciju 3.3.19 dobi-
vamo da je ab kompaktan u (Rn, d). Dakle, ab je kontinuum u (Rn, d).

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Primjer 3.3.23. Neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je a = (0, 0), b = (1, 0), c = (0, 1)
i e = (1, 1). Imamo:
ab =
{
a + t(b − a) | t ∈ [0, 1]
}
=
{
(t, 0) | t ∈ [0, 1]
}
,
ac =
{
(0, t) | t ∈ [0, 1]
}
,
ce =
{
(t, 1) | t ∈ [0, 1]
}
,
be =
{
(1, t) | t ∈ [0, 1]
}
.
Neka je S = ab ∪ ac te T = ce ∪ be. Iz prethodne propozicije i korolara 3.3.16 slijedi da
su skupovi S i T povezani u (R2, d). Ocˇito je
S ∩ T = {b, c},
a skup {b, c} nije povezan u (R2, d) prema primjeru 2. iz 3.3.4. Dakle, presjek dva povezana
skupa ne mora biti povezan.
Uocˇimo da su S i T kompaktni u (R2, d) (prema prethodnoj propoziciji i propoziciji
3.3.11). Dakle, S i T su kontinuumi u (R2, d), ali S ∩ T nije kontinuum u (R2, d).
3.4 Povezanost putevima
Neka je (X,T ) topolosˇki prostor, neka su a, b ∈ X te neka je γ : [0, 1] → X funkcija
neprekidna s obzirom na euklidsku topologiju na [0, 1] i topologiju T takva da je
γ(0) = a i γ(1) = b.
Tada za γ kazˇemo da je put u topolosˇkom prostoru (X,T ) od a do b.
Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka su a, b ∈ X te neka je γ : [0, 1] → X funkcija
neprekidna s obzirom na euklidsku metriku na [0, 1] i metriku d takva da je
γ(0) = a i γ(1) = b.
Tada za γ kazˇemo da je put u metricˇkom prostoru (X, d) od a do b.
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor i a, b ∈ X, onda je γ put u metricˇkom
prostoru(X, d) od a do b ako i samo ako je γ put u pripadnom topolosˇkom prostoru (X,Td)
od a do b.
Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je putevima povezan ako za sve a, b ∈ X postoji
put u topolosˇkom prostoru (X,T ) od a do b. Posve analogno definiramo pojam putevima
povezanog metricˇkog prostora.
Ocˇito je metricˇki prostor (X, d) putevima povezan ako i samo ako je topolosˇki prostor
(X,Td) putevima povezan.
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Propozicija 3.4.1. Neka je (X,T ) putevima povezan topolosˇki prostor. Tada je (X,T )
povezan.
Dokaz. Odaberimo tocˇku a ∈ X. Za svaki x ∈ X postoji put γx u (X,T ) od a do x. Za svaki
x ∈ X skup γx([0, 1]) je povezan u (X,T ) (prema propoziciji 3.3.19) te je a ∈ γx([0, 1]). Iz
korolara 3.3.16 slijedi da je ⋃
x∈X
γx([0, 1])
povezan skup u (X,T ). Za svaki x ∈ X vrijedi
x ∈ γx([0, 1])
pa zakljucˇujemo da je ⋃
x∈X
γx([0, 1]) = X.
Dakle, X je povezan u (X,T ), odnosno (X,T ) je povezan topolosˇki prostor. 
Korolar 3.4.2. Svaki putevima povezan metricˇki prostor je povezan.
Propozicija 3.4.3. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Tada je metricˇki
prostor (Rn, d) putevima povezan.
Dokaz. Neka su a, b ∈ Rn. Definirajmo funkciju γ : [0, 1]→ Rn sa
γ(t) = a + t(b − a).
U dokazu propozicije 3.3.22 smo vidjeli da je funkcija γ neprekidna s obzirom na euklidsku
metriku na [0, 1] i metriku d. Prema tome, γ je put u (Rn, d) od a do b. 
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Sazˇetak
U ovom diplomskom radu smo se u prvoj cjelini upoznali s metricˇkim i topolosˇkim pros-
torima. Detaljnije smo obradili otvorene skupove i neprekidnost funkcija. Zatim smo u
drugoj cjelini obradili pojam kompaktnosti, pri tome definirali produktnu topologiju i Le-
besgueov broj. Konacˇno, u trec´oj cjelini prelazimo na pojam povezanosti uz definiranje
baze topologije i prostora povezanog putevima te konacˇno na kontinuumime.

Summary
In this diploma thesis, in the first chapter we are introduced to metric and topological spa-
ces. We described in detail concepts of open spaces and continuous functions. The second
chapter is about the concept of compactness, where we also defined product topology and
Lebesgue number. Finally, the third chapter is about the concept of connectedness, with
definitions of the base of a topology, path connected spaces and finally continua.
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